se usam sequestrantes polidentados. Admite-se 
ainda que o agente precipitante não forma com- 
plexos com os metais. 

A função r que, em virtude do que foi dito, 
se definirá como a razão entre as concentrações 
em solução do metal que se pretende sequestrar 
—M,— e a do metal que se pretende precipitar 
—My—, no momento em que a solução está 
saturada em Mitp Pn e Mi, Pm , Será 


AMU + IML] IM] (1 + KilL]) 


“o [Mil + [Mal] [Mu] [1 + Ku [L]) 
sendo 

— Mi] 

[Mi] IL] 


à ve [MuL] 
[Mil [L] 

Os valores de [Mi] e [Mr] serão determina- 
dos pelos produtos de solubilidade dos sais Mip Pm 
e Mit, Pn, respectivamente Sj e Syr. 

Será pois 


(a) qu + 1) 


ter E 
Pu 1 + Kn[L] 

= fm - [PJtm-m) dá 1+Ki [L] 

dt 1 + Ky [L] 


O factor [a jm no A é evidente- 
Sri 
mente constante para cada caso considerado. A 
sua interpretação, no sentido de melhorar a se- 
paração, dará as condições óptimas de realização 
de uma precipitação fraccionada. Assim, con- 
vém que: a) Sy seja muito maior que Sr; b) Que 
a valência do ião precipitante seja a menor pos- 


sível se o produto - « [P]tn-m) for maior que 1, 
H 
e a maior possível no caso contrário. 

Como, em geral, será [P] <1, a separação 
será também mais perfeita se m >>n, pois r será 
tanto maior quanto maior a diferença (m-n); 
se m==n a eficiência da separação será inde- 
pendente da concentração de precipitante. Para 
o caso do chumbo e tálio, atrás referido, é m=2 
e n=1, convindo pois usar o mínimo de preci- 
pitante necessário, neste caso o ião 1. Se se 
pretendesse manter em solução o metal de me- 
nor valência, a inversa seria verdadeira. 

Vejamos agora o que se passa ao introduzir 
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um sequestrante no sistema. A função r ([L]) a 
estudar terá a forma 


Lt U).ATAS [L] 
1 +Kn[L] 1 + Ky [L] 


Trata-se dum caso particular da chamada «fun- 
ção homográfica» e portanto a sua representa- 
ção gráfica será uma hipérbole equilátera de 


centro 
RÃ. (- Ra A. E 
Krr Km 


e de assímptotas paralelas aos eixos 


T = 


O gráfico da função é pois do tipo apresentado 
na Figura 1. 


Fig. 1 


Evidentemente, só nos interessa o caso em que 
[L] >0, isto é, a parte positiva do ramo inferior 
da hipérbole que passamos a examinar. 

Calculemos a 1.º derivada da função r 


, A(Ky— Ki) 
= DDD >0 
e GIL 


Como nos interesa o caso em que K, >>Ky, 
a 1.º derivada é sempre positiva e a função sem- 
pre crescente. Verifica-se no entanto que embora 


seja K, >>> Ky o crescimento se torna insignifi- 
cante a partir de um valor não muito grande 
de [L], visto que é então controlado pelo pro- 
duto Kj [L]* que intervém no denominador de r”. 

Ora visto que os extremos superior e inferior 
(mínimo) da função r no domínio que nos inte- 


ressa ([L] > 0) são A. Em e A, respectivamente, 
HI 


tem interesse calcular os valores de [L] para os 
quais se vão atingindo determinadas percentagens 
do extremo superior. Isto equivale a resolver 
equações do tipo 


1+K IL) 


= Kr 
“1+Ky [L] 100 


Ku 


4 


em ordem a [L], onde « é a percentagem do 
extremo superior. 


Fazendo e = ,o<B<<1, vem 
1+K [L] o Kr 
1 + Ki [L] “Ku 
Donde 
Ki 
a | 
ij es BKi—Kn  Kn 
(1—3) Ki Kn (1— fp) Ki 


Isto é, os valores de [L] dependem não só do 


a K 
valor do cociente e , mas também do próprio 
NH 


valor de Ki e, claro, do valor de £ escolhido, 
condicionado por > para que [L] > 0. 
| 


Podemos pois fixar É e representar [L] em 


função de K; tomando a 


I 
É porém possível simplificar a expressão dedu- 
zida, pois nos casos de interesse prático é 
K,> 10º. Ky e É próximo de 1. Então, sem 
erro sensível, 


como parâmetro. 


Ki 
pelo 
Ki ” 1 
L=>"4€ “7a 
1-8 K (1-6) Ku 
Assim os valores de [L] a partir dos quais r 
é superior a 100 É “a do extremo superior da 
função, apenas dependem de f£ e de Kin, o que 
permite uma representação cómoda para traduzir 
a dependência das várias variáveis em jogo. 


Esta representação pode fazer-se em escala 
logarítmica tanto mais que em Química Analítica 
é costume exprimir as constantes de estabilidade 
nesta forma. Será pois 


log [L] = log — log Ki 


1— 


ou 


pL = log Ky — log e 


sendo pL =— log [L]. 

Representações de pL em função de log Ki 
considerando É como parâmetro, serão pois linhas 
rectas de coeficiente angular unitário — Figura 2. 


— 
So 


“28 


“a 


Fig. 2 


A figura anterior permite determinar imedia- 
tamente, para uma certa percentagem do máximo 
de separação, o valor da concentração livre de 
sequestrante. Para um valor de fé = 0,99, isto é, 
para « == 99 “/9 do extremo superior será 


pL = log Ky — 2 


que dá uma norma quantitativa a seguir no uso 
de agentes sequestrantes. 

Convém porém fazer um certo número de 
observações a respeito das aplicações; com efeito, 
a não ser que L seja uma base muito fraca (no 
sentido de Brônsted), como é o caso de muitos 
ligantes inorgânicos, não se pode assimilar [L] 
à concentração total de ligante não ligado a 
qualquer dos metais, que podemos representar 
por Cr. 
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A relação entre as duas quantidades é no 
entanto fácil de estabelecer; omitindo cargas 
para simplificar será: 


CL = [L]+ [LH] + [LH:]J+...+ 
+ [LH,] = 2H. [L] 
em que 


aaa 4 4 LB] 


o 


2 
BP 


+P 
ERR a 
Kp Kp— Kp 


RR. Ks 


dependendo apenas do ligante escolhido e do pH 
da solução. 

A expressão que dá então a quantidade de 
sequestrante a usar (em excesso) será pois 


aH 
Ki 


. 2H EA . * 
É curioso notar que Er é precisamente o in- 
H 


verso da «constante condicional» (4) do complexo 
MyL que poderemos representar por K“y. De 
acordo com as considerações anteriores será, de 
um modo geral 


6 
CL, = log K'y — lo 
P 8 8 1 — 6 
109 Kr 
pn 

10 
9 
8 
7 
N 
N 

m 
1 RR 4 
0 No 2 3 4 SG TEA, 
No 

22 20 18 16 4 12 0 8 6 4 


log kg 


Exemplificamos esta relação com o gráfico 
calculado para o ácido etilenodiamino tetra-acé- 
tico (EDTA) — Figura 3. 

A figura anterior pode servir de base às con- 
clusões finais deste trabalho, constituindo tam- 
bém um guia para a escolha das condições 
necessárias para efectuar uma determinada sepa- 
ração, utilizando EDTA como sequestrante. Grá- 
ficos idênticos podem estabelecer-se para qual- 
quer outro ligante desde que as constantes de 
dissociação ácida respectivas sejam conhecidas. 

Assim, verifica-se que a eficiência da separa- 
ção pode ser fortemente influenciada pelo pH do 
meio; por exemplo para um metal cujo complexo 
com o EDTA tenha uma constante de estabili- 
dade igual a 10º, a separação feita a pH==6, 
usando o excesso de ligante necessário para 
tornar a solução 1 M, não será nunca snperior a 
cerca de 91º/, do valor teórico; numa solução 
em que a concentração de ligante não comple- 
xado seja 0,1 M, a separação não excede os 60"/ 
desse valor. 

À medida que se aumenta o pH, a eficiência 
da separação, para uma mesma quantidade de 
ligante, aumenta também; para o mesmo pH e 
para a mesma quantidade de ligante, a eficiência 


aumenta à medida que a constante de estabili- 
E. D.T.A. 
RR 

7 

0,99 77 

09 

05 

0! 

00! 

0,001 


GA 2-I 4 16 TS 


PC, 


Fig. 3 


É claro que teremos agora um gráfico para 
cada ligante, como aliás acontece na determina- 
ção de «constantes condicionais». 
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dade do complexo MyL aumenta (atendendo à 


condição £. Em >> 1); para o mesmo pH eK,; 
y 


TEODOLITO DEISEGUNDOS FT2 


Okto-Fenndo 


Para triangulações de se- 


= 


gunda e terceira ordens, 
poligonação de precisão, 
orientação e medidas as- 
tronómicas de ligação, 
levantamentos subterrã- 
neos e todos os trabalhos 


de precisão em geral 


O Óculo reversível 
O Leitura por sistema di- 
recto 


O Óptica tratada de grande 


5 4 - E 
AP MP 1 luminosidade 


CARACTERÍSTICAS 


Telescópio — Analáctico com fotagem interna; óptica tratada; comprimento 175 mm; ampliação 
30 x; abertura da objectiva 40 mm; distância minima de mira 1,25 m; constante 
de adição zero; constante de multiplicação 100. 


Nivois — Circular 8"; de horizontalidade, paralelo ao eixo os inclinação 20"; de coincidência 
no circulo vertical 20”. 


Circulo horizontal — Diâmetro 90 mm; leitura directa 1º — 2, leitura por avaliação 0,17 — (,2º€, 
Circulo vertical — Diâmetro 70 mm; leitura directa 1" —2º; leitura por avaliação 0,1” — 0,2%, 


Tripé extensível; caixa metálica com pequenos acessórios. 
Pesos: instrumento 6,5 kg; tripé 6 kg; caixa metálica 4,5 kg. 


é REPRESENTANTES 
PAPELARIA FERNANDES sa rui 
LARGO DO RATO, 13 R DO OURO, 145 — TELEF. 328361 


TELEF. 682131 —-9 LINHAS LISBOA RpDO CRUCIFIXO, 84 — TELEF. 326066 


TÉCNICA — XXIII 


MACAE CCC E A 1 0 1 


se... 


” 


“+ 


TRANSFORMADORES DE MEDIDA 
DE MODERNA CONCEPÇÃO! 


100 º/, sêcos, tipo RÉSIBLOC (quartzo + araldite); 
Excelentes características eléctricas; 


Grande resistência aos curto-circuitos; 
Reduzido atravancamento ; | 
Facilidade de montagem em qualquer posição; 
Classes de isolamento até 30 kV; 

Todas as potências de precisão normais; 

Sem necessidade de conservação. 


EMPRESA FABRIL DE 
MÁQUINAS ELÉCTRICAS 


Ss. AR... 


S. Mamede de Infesta —- PORTO 


E E O 


TÉCNICA — XXIV 


..... 


........ 


a eficiência é tanto maior quanto maior o excesso 
de ligante, verificando-se no entanto na figura 
que não interessa ir além de um determinado 
valor e devendo atender-se a que outras condi- 
ções físicas (solubilidade do ligante, por exemplo) 
podem ainda impor o seu limite. 
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SUMÁRIO 


O tratamento matemático de uma função proposta para medir quantitativamente a 
eficiência das separações por precipitação, usando agentes sequestrantes, permite estabelecer 
as condições operatórias óptimas. Sugere-se um tipo de ábaco adequado à selecção dessas 


condições. 


SUMMARY 


Mathematical treatment of a function related to the «efficiency» of separations by preci- 
pitation using masking agents, leads to the establishment of the best operatory conditions. 
A nomogram for selecting such conditions is presented. 
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NOTAS INFORMATIVAS 


C. D. O. 621.344.5/94 


Elementos sobre a produção e o consumo de energia 
na rede eléctrica nacional 
— Elementos extraídos das estatísticas mensais do Repartidor Nacional de Cargas (R.N.C.) 


Nora: As produções e os consumos das empresas do R, N. C. representam 


I— Breve nota mensal 
No aspecto hidrológico, o mês de Dezembro apre- 
sentou-se, no conjunto, muito abaixo da média, tendo 
a respectiva afluência atingido apinas 86%/, da mais 
desfavorável registada nos últimos 40 anos, Foi atin- 
gida a curva guia inferior do conjunto das albuteiras 
da Rede Primária pelo que enrtraram em serviço de 
apoio as centrais térmicas antigas. 


II — Elementos gerais (GWb) 


a) Mensais 
| Variação 
1961 | 1962 o | 
0 
Produção hidráulica (Ph). 819,2), 231,1] — 29 
Produção térmica (P+).....| 00) 520] — 
Produção total (PT). ..... 819,2) 289,1/— 9 
Exportações (Ex)... ....«) 80) 00)-—100 
Importações (1) . ........ e 26,1 | + 230 
Produção para con- 
sumos não perman. (Pcnp).. 6714) 10,3] — 82 
Produção para con- 
Pp 19 | 261,7 | 804,9 db 5 (2) 
sumos permanentes (Pcp) (!) 1 do 0,34 
b) Acumulados desde 1 de Janeiro 
Variação 


| 
1961 | 1962 | op 


3887,7/8440,0] + 3 


Produção hidráulica (Ph). E 
Produção térmica (P+)......| 59,6) 164,0| + li 
Produção total (PT)... ..../3397,8/8604,9] + 6 
Exportações Ex) do ted ed E 10,4 0,0 | — 100 
Importações (1). 10,2 | 26,7/+- 162 
Produção para con- 

sumo não perman, (Pcop) ..| TI7,1| 632,3 


Produção para con- 
sumos permanentes (Pcp) (!) ir 2999,3 | +11,9 (2) 
| o 


05 0,96 


NOTAS : 
(1) A produção para consumos permanentes (Pcp) é determinada 
pela seguinte expressão: Pcr = Pr — Pcop + 1 — Ex 


(2) O aumento percentual de produção para consumos permanen- 
tes, tendo em conta a incidência dos domingos e dias especiais, é 
respectivamente de 16,5 e 12,0 o» 


III — Diagramas de carga dos dias característicos 


— + — — 


4.º feira; 
20-12-961 /19-12-96: 
Produção hidráulica (Pn) — MWh 12101 7556 
Produção térmica ( P+)— MWh. 0 2258 
Produção total (Pr) — MWh . 12101 814 
Trocas com [ Exportações wa 833 0 
Espanha | Importações MWh . 328 1012 
Produção para consumos não per- 
manentes — MWh. . ...... 12096 10826 
Potência máxima Mu. pia 608 4 1824 82 
Potência minima MW. 670,0 613,0 
Utilização da ponta (D)— toras 27 O 280,5 
Factor de carga (x) . 5a 18,1 177º | 
Relação ot. mín, “a 
a Rr (r) di 0,75 0,74 
ND Dm Sd] 


0,42 0,38 
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cerca de 94 º/, dos totais do Pais. 


DEZEMBRO 


IV — Energia armazenada nas principais albufeiras 


No fim do mês 
Albufeiras: — 


GWh % (3) 

Paradela. » cc vv cw sc 4,9 2,2 
Venda Nova . «. «cc. 12,0 3,6 
Salamonde . . cc. cc... 8,5 30,8 
CDA ads uvas a 14,5 44,1 
COMO SEA Ena Es 53,1 15,8 
Castelo do Bode. . .,.. 64,6 39,6 
Gullhofrel « css asso o 11 13,3 
Lagoa Comprida +. +... 12,1 (2) 36,1 
SANTA LENDO so desc as 8,8 14,8 
FIOS E Rms aa és 3,9 30,9 
POVOS “ama js ds . . 3,4 (3) 27,9 
Total. . .| 187,6 18,0 


Notas : 


(!) Coeficiente de enchimento em energia das albufeiras, 


(?) Inclui 1,5 GWh armazenados em Vale do Rossim no 
fim do mês, 


(º) Inclui 0,5 GWh armazenados no açude do Poio no 
fim do mês, 


C. D. U. 534.1142.004.2 


DIMENSIONAMENTO DE UM OSCILADOR MECÂNICO DE ALTA 
FREQUÊNCIA POR CORDA VIBRANTE 


o. APRESENTAÇÃO 


São bem conhecidos os osciladores mecânicos 
de alta frequência pelo processo da corda 
vibrante, necessários sempre que se pretende 
uma oscilação mecânica rápida, de frequência 
constante e facilmente ajustável. Pretende-se 
expor a teoria do seu funcionamento e apresen- 
tar o formulário necessário para determinação 
dos vários parâmetros, com aplicação a um apa- 
relho construído no Laboratório de Máquinas 
do 1.S.T. Este aparelho foi-nos solicitado pelo 
nosso colega, Assistente de Geologia, Eng. Au- 
gusto Pinto Clara, para um seu trabalho em curso, 
e com o qual pretende determinar valores da dife- 
rença de potencial de contacto entre diferentes 
materiais utilizando o método de Zisman, que 
exige que o sistema vibrante seja mecânico. 


1. ESTUDO TEÓRICO 
1.1 Descrição do Aparelho 


Consta de uma alavanca interfixa (A) actuada 
numa extremidade por um fio elástico (F) de ten- 
são regulável, tal como se apresenta esquemáti- 
camente na fig. 1. 


0, 


Fig. 1 


A corda, sendo tangida, obrigará a alavanca 
a vibrar. A armação de suporte (R) terá que ser 
fortemente dimensionada uma vez que todas as 
suas frequências próprias deverão ser suficiente- 


PELO ENG.º MEC. (1.5. T.) JORGE NEVES DA SILVA 


(Assistente do 1. S. T.) 


mente elevadas para que não entrem em resso- 
nância com a frequência que se pretende, e tam- 
bém para diminuir tanto quanto possível a sua 
deformação estática. 

O movimento vibratório da corda e portanto 
do sistema, é garantido por meio de um jacto de 
ar incidindo a meio de F. 


1.2 Frequência própria do sistema elástico alavanca-fio 


Consideremos um modelo físico do sistema em 
referência (fig. 2): 


Fig. 2 


É condição de equilíbrio que 


ia 


(1) 


20 


sendo I o momento de inércia de rotação da ala- 

vanca em torno de 02, 9 o ângulo que ela rodou, 

R o raio 003 e F a componente tangencial ao 

movimento, da força de reacção do fio. Despre- 

zam-se as acções amortecedoras dos atritos : 
Mas da fig. 3 concluimos que: 


AL-E-s 


T=To+ L 


(2) 


em que To é a tensão do fio em repouso, s a 
secção do fio e E o módulo de elasticidade do 
material que o constitui. 
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Tem-se ainda que 


— L+R (I-cos9) = 


AL L 
cos « 
—cos0 
=L( 1) +R$ cos (3) 
cos « cos « 


Uma vez que « é muito pequeno em face dos 
valores práticos dos parâmetros, cos «= 1, o pri- 
meiro termo da expressão (3) é desprezável, e 
fica aproximadamente 


AL=R(1—cos 9) (4) 
Por outro lado, de acordo com a fig. 4 é 


E=T cos É 


p= -O—a 


e, desprezando « pelo motivo indicado acima, 


F = T cos [E =8) 


== T sen o (5) 
Por substituição de (4) em (2) e desta expres- 
são em (5), fica 


R -s 
L 


F > [To + E (1 — cos 9 | senO (6) 


Finalmente, substituindo (6) em (1): 


d?9 R-s 
aa + | T+ “E Eli-cos » |sen 0.R=0 


TRONICOA 
276 


e introduzindo as simplificações por ser O de 
pequena amplitude : 


sen 9x0 
2 
1— cos 0 = — 
2 
será ainda 
d?5 R2. [a] 
I— +T,R-)+ —— E. B=o0 (7) 
dt? 2L 
ou integrando 
2 Re 
à 1) sir pf ES p.macis 
2 dt 2 (7") 


Esta equação exprime a conservação da ener- 
gia do sistema que, por simplificação, supuzemos 
não dissipativo: é constante a soma das energias 


9a? 
cinética R E) | e potencial a T, R 9º + 
2 dt 2 


2. E 
+ oi E . | do sistema. 
8L 


Sucede que um dos termos que exprime o quan- 
titativo em energia potencial é muito menor que 
o outro relativamente aos valores usuais dos paráà- 
metros. Poder-se à verificar em face dos resul- 


eu 1 S a 
tados práticos que a TR é E são da 


mesma ordem de grandeza, mas como a ampli- 
tude de 9 nunca excede uns 4º, o termo em 9º é 
da ordem de grandeza de 107? vezes o termo 
em 9º, pelo que o poderemos desprezar em primeira 
aproximação. 

Conseguimos assim reduzir (7) a uma equação 
diferencial linear homogénea de fácil integração 


2() 
HT R-0=0 (8) 


I 


modelo matemático aproximado do sistema des- 
crito. 
A solução geral (1) para esta equação é 
6" 
0 (1) =0 (0) cos (ot) + E 
onde 9 (0) e 0º (0) significam os valores de 0 e!” 
para t == 0, e em que 


sen (mt) (9) 


e= HE co 


(1) Ver, por exemplo, G. Goertzel & N. Tralli, Some 
Mathematical Methods of Physics, pág. 45. 


Trata-se pois de um sistema aproximadamente 
kinear para pequenas oscilações, de frequência mo 
e amplitude O dada pelas condições iniciais O (0) 
e 9º (0). 


1.3 Frequência própria fundamental da corda vibrante 


Uma corda vibrante é um sistema elástico 
constituído pela sua massa e pela sua elasticidade 
de tracção. A determinação que vamos efectuar 
implica que o fio seja infinitamente flexível pelo 
que os resultados práticos serão tanto mais apro- 
ximados quanto menor for o seu diâmetro em 
relação ao mesmo material, isto é, no fio, como 
um sólido elástico, só se apreciam as tensões e 
deformações segundo o seu eixo de simetria. 

Consideremos um elemento de fio ds (fig. 5). 
Para que haja equilíbrio é necessário que as for- 
ças representadas equilibrem as forças de inércia 
da massa elementar 

É ds 

8 
em que p e g são respectivamente o peso do fio 
por unidade de comprimento e a aceleração da 
gravidade. 


E de sé 


Fig. 5 


Supondo que os deslocamentos longitudinais 
são desprezáveis: 


dx d x Í dx' 
T—-—|T—+—(T—-|dy|=0 
| da A ) | 


2 | 
ds g ot? ds dxl ds ; 


(11) 


Da primeira equação de (11) obtemos por 
integração Âmediata 


T dx = €C , constante 
ds 
ou 
T=c ds 
dx 


que substituimos na segunda equação 


e ia E 
dx 


dx ds 
ou ainda 


p dy 
x=— — ds 
8 dt 


o? )? 
co qx=P Tas 
d x? g ot? 


(12) 


Dado que a oscilação da corda é muito pequena 


z1 


comparada com o seu comprimento, 
a 


e portanto T= T,=C,e virá finalmente 


Aoyty—d sx,)=0 (3) 


d x? 
a=1/ TE ai 
Pp 
2 


F J 
e em que y (x,t) significa 2a y (x,t). 


com 


(14) 


No caso presente as condições aos limites são 
y(o,)=o0 
(15) 
y(L,t)=—RO(t) 


sendo 9 (t) a expressão (9), e supondo 9º (0)=0. 
A solução geral para esta equação diferencial 
poder-se-ia determinar aplicando uma transfor- 
mação de Fourier (1) à equação (13). Podemos no 
entanto propor uma solução que as experimen- 
tações nos sugerem ser muito provável, e veri- 
ficá-la. Nestas condições, vamos admitir para 
solução de (13) 
y (x,t)=Y(x) cos (Bt—:) (16) 
e substituindo na equação diferencial (13), virá 
o? 


(17) 
d x? 


B? 
Y (x) posiãe Y (x) =0 
a 


(1) Ver, por exemplo, o cap. 9 de Some Mathematical 
Methods of Physics, de G. Goertzel & N. Tralli. 
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equação cuja solução geral é da forma 


Y (x) = Cy cos n ) + Cs sen F +) (18) 


As condições aos limites (15) e ainda a apro- 
ximação resultante de considerarmos (fig. 6): 


A ye) 


ETs (19) 


= — tg 9 (0) 
L 


e 


originarão o sistema 


Í 0= Cí 


| R 6(0) = Cy cos E L) “+ Cs sen n L) (20) 


— tg 0(0) = —C - sen da L) +Ca cos E L) 


Donde 
Í Ci = 0 
| sB 0 
| Gsen (a L)=Rº0) 
|. B YB 
a E o dat 
(e: q Cos Es L) tg “ (0) 
ou ainda 
N 0 
te (4 L)=—2R RP 
ça a tg 0 (0) a 


B 
Se fosse R==0, viria a Duo, CAN, AR cos 


que corresponde à corda com extremidades fixas 
vibrando, revestivamente, na frequência funda- 
mental, na 1.2 harmónica, na 2.2, etc, A frequên- 


a - 


cia fundamental seria f, == Es pois B, = — 
2 
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Da mesma forma a primeira harmónica seria 
i=—, a 2.4 ção, etc. 
L 2L 
Normalmente a corda vibra com várias fre- 
quências cujo doseamento depende das condições 
iniciais. 
No problema em causa, a determinação da 
sc» O auscam à áá 
frequência E implica a resolução da equação 


transcendente de (21). Normalmente B é dado e 
pretende-se determinar o comprimento do fio (L) 


L= 2 arctg (— 48) 
B a 


9 (0) e Cs estão relacionados pela 2.4 equação 
de (21) mas aqui o seu interesse é muito restrito. 
Uma vez que nas realizações práticas 


(22) 


B 
. R< 01. trad. 


poderemos fazer 


LE (ks — 2 R)=k fl — R (23) 
B a B 


a = 
= representa o comprimento do fio supos- 


tos os seus extremos fixos, como vimos. Nas 
figuras 7 e 8 apresentamos esquemas de ampli- 
tudes Y (x) parak==1 e k==2, respectivamente. 


Finalmente, substituindo (18) em (16), vem 


+) cos Car t—e) 


(24) 


y (x, t) = Cs sen (== 


equação da corda vibrante com as condições aos 
limites referidas. 


1.4 Dimensionamento do aparelho 


A consideração da equação (24) implica que a 
terceira condição aos limites (19) se verifique. 
É fácil imaginar-se a ligação OO» constituída 
por uma barra rígida, articulada, sem energia. 
Nestas condições fácil é concluir que (19) é vá- 
lido aplicando o princípio de Rayleigh. 

Por outro lado, a fonte energética (vento) con- 
tém todas as frequências, não há nenhuma que 
possa ser particularmente imposta. Portanto a 
fonte transfere energia na frequência em que a 
corda estiver vibrando. 

Se as frequências próprias da corda (B/27) e 
do sistema elástico alavanca-fio (mo/27) forem 
diferentes, não haverá transferência permanente 
de energia para a alavanca e portanto, (verifica- 
-se experimentalmente) não se pode admitir a 
expressão (19) embora o movimento da alavanca 
seja imposto pelo do fio. 

Se as frequências próprias forem iguais (mo=B), 
então há ressonância, há transferência de ener- 
gia para a alavanca e a sua amplitude, embora 
com tendências para aumentar indefinidamente, 
estaciona à volta daquela condição (19) devido à 
dissipação energética. 

esta última hipótese que pretendemos ver 
realizada, e portanto acreditamos que, aproxima- 
damente, a teoria feita seja válida. 

As experimentações efectuadas revelaram, com 
o auxílio do estroboscópio, que se verifica apro- 
ximadamente a condição (19) quando Bo = wo, 
em que Bs é a frequência fundamental da corda. 

O dimensionamento do aparelho é então defi- 
nido pelas seguintes condições: 


wo = Bo 
É» 2 
Dog == jo E ou To ana E I 
Lo = se com am /To 8 
o P 


Haverá que dosear os vários parâmetros I, 
R, p, tendo em consideração a resistência do fio 
e a aplicabilidade do aparelho, além, evidente- 
mente, da frequência de funcionamento exigida. 


2. APLICAÇÃO 
2.1 Dados do problema 


Por considerações de ordem prática, tomare- 
mos os seguintes dados: 


(1) 


fo =—º- = 400 c/s— frequência a obter no 
oscilador 

1 =1,37.107' U.M.M. m* 

R =30 mm 

p =1,933.10º kg/m 

s ==0,24 mm? — secção do fio correspondente 


ao diâmetro de 0,55 mm. 
2.2 Cálculo da tensão To 
Usando a fórmula (10) virá: 


T — 10?  1,37><1077><(400x<2 5)? 
IR 0,03 


==28,8 kg 


Deve verificar-se a tensão no fio: 


— To 


28,8 
Gt == 


s — 0,0024 


= 12 000 kg/cm? 
valor admissível para esta qualidade de aço. 


2.3 Cálculo do comprimento do fio 


Usando a fórmula (14) teremos: 


a VE = 
a = V = 000193 — 382 m/seg 


Substituindo na fórmula (23) com k==1, virá 


ar. R= 382 >7 
Bo 400 > 2 7 


— (0,030 = 0,447 m 


Se pretendêssemos que a ressonância se desse 
com a 1.2 harmónica, seria k=2 e 


L; = 0,925 m 


sendo agora a frequência fundamental 200 c/s, 
etc. 
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3. VERIFICAÇÃO EXPERIMENTAL 


3.1 Modelo experimental do oscilador 


Construiu-se no Laboratório de Máquinas do 
I.S. T. um aparelho semelhante ao descrito em 1.1. 

Nessa realização, a tensão da corda era garan- 
tida por meio de contrapesos. A extremidade 
oposta à que articulava na alavanca era prolon- 
gada por um cabo flexível que enrolava numa 
roldana e possuia um dispositivo de fixação dos 
pesos. O comprimento da zona vibrante da corda 
era limitado por um cursor que, evitando a trans- 
missão da vibração ao resto da corda e do cabo 
flexível, permitia o seu deslizamento longitudinal. 
Assim se conseguiu uma certa aproximação nos 
valores de To e de Lo. 


3.2 Frequência própria da alavanca 


A medição da frequência própria do sistema 
elástico alavanca-fio conseguiu-se realizar indirec- 
tamente, ligando uma massa à alavanca, de valor 
tal que o período de oscilação ficou suficiente- 
mente grande para ser medido ao cronómetro. 
A uma alavanca com o momento de inércia em 
relação a Os, 1, = 2,011 x 10"? U.M.M. m 
correspondeu fo ==3,38 c/s(!) 

Demonstra-se facilmente que 


Epa 
o) — 
donde f, == 409 ciclos/seg. 
O desvio em relação ao valor teórico foi de 


2,25"/o que poderemos considerar admissível em 
face das aproximações feitas. 


(11 A alavanca pesava 982 gr e o seu centro de gra- 
vidade estava tão deslocado de O; que o ensaio teve de 
ser realizado com ela na posição pendular. Mas do mo- 
delo matemático do pêndulo com mola elástica 


d? To * R g 
+94 E&o= 
dt? Lo” Ki À ico 


em que » é o comprimento do pêndulo simples equiva- 
lente, obteremos 


= Jor 4 E, vd 4 
Vo A À 


e daqui também tirámos wo. 
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3.3 Frequência própria fundamental da corda 


Não poude ser verificada directamente. So- 
mente, fazendo variar L à procura da ressonância 
com wo, se determinou que esse valor se afastava 
do valor teórico encontrado (0,447 m) em cerca 
de 10º, mas este dado não ofereçe garantias 
em face das condições precárias do ensaio. 


4. MODELO DEFINITIVO DO OSCILADOR 


Na fotografia poderá observar-se o modelo 
definitivo do oscilador, que foi construído no re- 
ferido Laboratório e já se encontra instalado no 
Laboratório de Geologia do 1. 5. T. 


Aqui expresso a minha gratidão ao Sr. Pro- 
fessor A. Gouvêa Portela, pelas indicações 
e esclarecimentos que, sempre com a melhor boa- 
-vontade, me proporcionou. 
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Princípios do cálculo à rotura em materiais 


homogéneos-—metais dúcteis 


1 — CONSIDERAÇÕES GERAIS 


De um modo geral, os diversos elementos 
estruturais, quando sujeitos a solicitações cres- 
centes, comportam-se de dois modos: 

Numa primeira fase, elástica, a iguais acrés- 
cimos de solicitação correspondem iguais acrés- 
cimos de deformação. 

A partir de certa altura, as deformações pas- 
sam a aumentar muito mais rapidamente que as 
tensões, tendendo mesmo para uma deformação 
crescente sob solicitação constante. E assim che- 
gamos ao conceito de comportamento plástico e 
de deformação plástica. 

A fase elástica é traduzida, matemáticamente, 
pela lei de Hook. O estudo das estruturas no que 
respeita a cálculo e dimensionamento baseia-se 
nela, tendo-se desenvolvido particularmente desde 
os fins do século XIX. 

No entanto, os métodos elásticos apresentam 
algumas deficiências: Por um lado, as estruturas 
de materiais dúcteis (fase plástica acentuada) 
tais como o aço e o alumínio, podem sofrer 
deformações muito superiores às que se confinam 
ao limite elástico, com um correspondente au- 
mento de solicitação. O não aproveitamento 
deste facto resulta muitas vezes no emprego de 
excesso de material, o que é sempre prejudicial 
do ponto de vista económico e pode sê-lo do 
técnico (na aviação, por exemplo, onde o factor 
peso é de grande importância). 

Por outro lado, a distribuição das tensões nas 
peças é na prática muito irregular na fase elás- 
tica, devido à existência de fendas, chochos, furos, 
que tornam as secções não homogéneas. 

Finalmente, o cálculo de estruturas quando 
baseado na lei de Hook, é, em regra, complicado. 

Ora o estudo em relação à rotura, tendo em 
conta a fase plástica, acentuada como dissemos 
nos materiais que correntemente compõem as 
estruturas metálicas, apresenta uma resposta, 


Pelo Eng. Civil 1.S.T. ARTUR RAVARA 


pelo menos parcial, às deficiências da elasticidade. 
Assim, tira inteiro partido da plasticidade ; per- 
mite uma redistribuição uniforme das tensões; 
os métodos de cálculo que lhe são próprios, são, 
em geral, simples. 

Por estes motivos, o cálculo em relação à ro- 
tura vem sendo estudado com particular inte- 
resse de há cerca de 15 anos para cá. No entanto 
a sua aplicação é ainda limitada. Aliás, essa 
aplicação deve ser julgada em cada caso concreto, 
pois depende essencialmente da deformação per- 
mitida à estrutura. Adiante se voltará a esta 
questão. 

Procura-se, aqui, a partir do conhecimento das 
propriedades mecânicas do aço macio, material 
em que a fase dúctil é particularmente acentuada, 
expor os princípios do cálculo em relação à ro- 
tura, isto é, a determinação do valor máximo 
que podem ter determinadas solicitações actuando 
sobre estruturas dadas. 


2 — CARACTERÍSTICAS DOS METAIS 
DÚCTEIS 


Consideremos a fig. 1, que representa o dia- 
grama força-deformação de um aço macio, 
sujeito a diversos tratamentos. No troço (AB) 
nota-se um comportamento perfeitamente elástico. 
Ao ponto B que normalmente não é bem definido 
antes corresponde a uma zona de transição, cha- 
ma-se limite elástico. A partir deste ponto e até 
D o material comporta-se plâsticamente (patamar 
de cedência). 

Esta deformação plástica é, para o aço macio, 
10 a 20 vezes a máxima deformação elástica 
(A'B). 

A partir do ponto D, a força sobe com a 
deformação, passa por um máximo (E”) e depois 
decresce até atingir em G o valor de rotura. Este 
decréscimo final corresponde a uma rápida dimi- 
nuição de secção. 
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Força 


O ponto de rotura corresponde a uma exten- 


são 200 a 300 vezes superior à elástica. 


Ç” F 


Deformação 


Fig. 1 


Se a peça for descarregada ao atingir o estado 
representado pelo ponto C, comporta-se elàsti- 
camente (CC'), conservando no entanto uma 
deformação sob carga nula (AC”). 

Se for novamente carregada, segue o per- 
curso (C'C). 

Na fase final, depois do patamar de fluência, 
se for descarregada, comporta-se como indica 
(EF). Novamente carregada, segue (FE”), ou seja, 
perde a propriedade de fluência plástica. Diz-se 
que o aço foi «endurecido a frio». A ausência de 
fluência caracteriza os aços duros. 

Se, a atingir-se o estado F, se tivesse subme- 
tido o aço a um período de repouso, ou se tivesse 
recozido a 100º €, e só depois carregado, verifi- 
cava-se (FB“G'), ou seja, grande elevação do 
limite elástico. 

Podemos resumir, não só estes factos, como 
todos os que se verificam no tratamento do aço 
macio, por meio das leis de Van Den Broek: 

1 — Quando o aço macio é tratado a frio e 
devidamente envelhecido ou temperado e poste- 
riormente ensaiado no mesmo sentido do trata- 
mento a frio, o seu limite elástico pode ser 
aumentado de mais de 100º/,, excedendo de 10 
a 20º/y a tensão à qual o tratamento a frio for 
interrompido. 

2—Se depois de tratado for sujeito a uma 
solicitação segundo uma direcção diferente, o 
limite elástico aumenta até 50"/o (é o caso de 
tracção seguida de torção). 

3 — Se depois de tratado for sujeito a uma 
solicitação actuando segundo a mesma direcção 
mas de sentido diferente, o limite de elasticidade 
mantém-se, mas a carga de rotura aumenta. 

4 — Quando, depois de trabalhado a frio em 
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dada direcção ou sentido for ensaiado em seguida, 
sem qualquer envelhecimento ou têmpera, em 
qualquer outra direcção ou sentido, o limite 
elástico desce abaixo do valor inicial, algumas 
vezes até zero. 

5 — Submetendo o aço tratado a frio a tempe- 
raturas entre 100º e 300º €, ou deixando-o enve- 
lhecer, ele tem tendência a aperfeiçoar as suas 
propriedades elásticas. A têmpera acelera sim- 
plesmente o efeito do tempo. 

6— O efeito do tratamento a frio nas proprie- 
dades elásticas do aço é uma função das exten- 
sões aplicadas durante o tratamento, e é inde- 
pendente das tensões desenvolvidas, verificadas 
durante ele. 


3 — SECÇÕES SUJEITAS A SOLICITAÇÕES 
EM REGIME PLÁSTICO 


3.1 — Tracção e compressão 


Segundo a teoria da elasticidade, a tensão 
numa secção transversal duma barra sujeita a 
uma força axial F, é uniforme, dada por 


q = — (1) 
5 

Mas a distribuição dada por (1) é, na maioria 
dos casos, apenas aproximada da realidade. Só 
se verificaria para uma secção ideal, perfeita- 
mente homogénea, sem imperfeições (chochos, 
tendas) e desde que a força seja perfeitamente 
concêntrica. 

Na prática isto nunca sucede, e as tensões, 
cujo valor médio será o indicado na expressão (1) 
tem uma distribuição irregular. 

Particularmente no caso de peças furadas, a 
lei de tensões afasta-se muito da uniforme. 
E como as peças furadas são frequentíssimas em 
construção metálica (ligações por rebites, por 
parafusos, etc.) a questão põe-se com muita 
acuidade. 

Verifica-se porém que desde que as peças de 
metais dúcteis sejam sujeitas a solicitações de 
tracção que correspondam à zona plástica, a dis- 
tribuição de tensões regulariza-se apesar das 
eventuais imperfeições das secções. 

A partir da cedência dúctil a distribuição de 
tensões é uniforme, expressa rigorosamente 
por (1) 

Este facto demonstrativo das vantagens do 


cálculo em relação à rotura, pode ainda ser 
usado como guia para prevenir deformações 
excessivas ou a rotura. 


3.2 — Flexão devida a momento puro 


Seja uma viga rectangular metálica, dúctil, 
sujeita ao momento flector M. Escolhendo eixos 
coordenados como se indica (Fig. 2) e de acordo 
com as convenções sobre M e curvatura, tere- 
mos que: 


-H 
. — H 
Cima o Z (3) 

P 

1 
sendo — a curvatura. 
ê 
pb, 
od de] 
z z 
Fig. 2 


Seja E o módulo de Young do material na sua 
fase elástica, e a tensão limite de elasticidade 7,. 
Enquanto se estiver na fase elástica, será sempre 


Cu=ty L=—— (4) 


e vem 


M = — (5.a) 


Quando nas fibras extremas a tensão for 9,. 
o momento (elástico) será máximo; ou seja 


1 To 


4 
Me = — BHºs; — = 
og “º pe EH 


(5.b) 


Suponhamos agora que o momento aumenta 
ainda. A distribuição das tensões passará a ser 
a representada na fig. 3-b e o momento corres- 
pondente será 


tá 2 
M=4B| [ (o )az+ fo co ZdZ | = 
o cH H 


sm = zo BH? (3-1? (6) 


Com o aumento do momento M a zona de 
separação entre a fase elástica e a fase plástica 


aproxima-se do centro até [== 0. O momento 
correspondente chama-se momento de plastificação 
total M,, a que corresponde o diagrama 3-c. 


M, = 2 0, BH? (7) 
Eq 


+ — 


1 6,— |-6— 


(a) (b) (c) 
Fig. 3 


Para valores de M entre M, e M,, as fibras 
extremas estão no estado plástico e poderiam 
sofrer grandes deformações, o que é impedido 
pelas fibras intermédias, a fim de a secção se 
conservar plana. 

Considerando que 


Êx == KZ quai x 
E 
teremos 
q 
Ke ti = E 
KH=- 
E 
ou seja 
Ke = £ 
K 


referindo K ao estado indicado na fig. 3.b. 
Substituindo É pelo seu valor dado por (6), 


obtém-se 
1 


= =|3 co É E (8) sendo K = E 
Ke Mo ? 


Quer dizer, à medida que M-—»M,, K — ca 


De facto, nos materiais reais, o momento de 
plastificação total Mo é atingido e mesmo exce- 
dido para uma curvatura finita. 


3.3 — Estruturas sujeitas a solicitações diversas 


Faremos agora a afirmação, fundamental em 
todo este estudo, e sobejamente confirmada na 
prática, de que o comportamento das vigas sob 
a acção do momento flector puro também se 
aplica a vigas e pórticos planos carregados por 
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cargas normais. Quer dizer: o esforço transverso, 
esforço axial e momentos de torsão não influem 
na capacidade de carga das vigas e pórticos. 

É possível demonstrar esta afirmação, num 
grande número de casos práticos. 


3.4 — Tensões residuais. Esforços alternados 


Podemos agora compreender facilmente as leis 
relativas a endurecimento e aumento de elastici- 
dade. 

Seja uma viga de secção rectangular, sujeita a 
um momento flector M (que produz plastificação 
parcial ou total). 

Se, após a aplicação do momento M aplicarmos 
à viga um momento de sinal contrário com o 
mesmo valor absoluto, as deformações sob este 
momento serão como vimos (fig. 1) elásticas 
correspondentes ao percurso CC”. 

A soma dos diagramas das tensões é a indicada 
(Fig. 4), no caso de M = Mo. 


Molcarga) 


amo 
16 —+ +24 


Mpldescarga) 


EG 
Fig. 4 


Verifica-se assim que, sem que exista qualquer 
acção exterior aplicada à viga, esta apresenta 
tensões residuais que na fibra média têm o valor 
da tensão de cedência e nos extremos têm 1/2 
deste valor. 

Quer a soma das forças, quer a dos momentos 
aplicados nessa mesma secção ortogonal da viga, 
são nulas. 

Carregando novamente a viga, vemos que, se 
as solicitações forem da direcção e sentido inicial, 
as propriedades elásticas vêm aumentadas. Se 
forem com sentido diferente, diminuídas. 

De facto o diagrama resultante será a soma do 
que representa a tensão residual com a que repre- 
senta a nova solicitação. 

Um exemplo característico da utilização das 
tensões residuais é o das molas em hélice. Estas 
tensões conferem ao material, para cargas do 
mesmo sentido e da mesma ou menor intensidade 
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que as que provocaram a deformação dúctil, um 
comportamento puramente elástico. 


4 — COLAPSO PLÁSTICO. FIGURA DE 
ROTURA. CARGA DE ROTURA 


Passamos agora ao estudo da carga de cedên- 
cia plástica (ou colapso plástico) de algumas 
estruturas. 

Para as vigas e pórticos planos, a carga de 
colapso depende só dos momentos de plastitficação 
total e é independente da curvatura desenvolvida 
enquanto a carga é aumentada até ao seu final. 
Consideramos portanto materiais puramente plás- 
ticos, ou seja, com um diagrama tensão-defor- 
mação do tipo: 


ç 


% 


Fig. 5 


A curvatura será nula para momentos meno- 
res que M,, e póderá tomar para M=+M, 
qualquer valor. 

Passamos então ao seguinte problema: Dada 
uma estrutura sujeita a um sistema de cargas F, 
determinar o valor F, para o qual se dará o 
colapso plástico. 

Ex. 1—Seja uma viga encastrada, carregada 
por uma força F. 

| 


A a É 


Fig. 6 


Para uma carga F, tal que 


28: (9) 


o momento em 4 será M,. E então a curvatura 
em 4 pode tomar um valor qualquer, como 
resulta de (8), enquanto que será nula em todos 
os outros pontos. Assim, a deformação consistirá 


numa rotação da viga em torno de 4. Dizemos 
que em À se forma uma RÓTULA PLÁSTICA 
que funciona como uma articulação. 

De facto o que se forma junto do encastra- 
mento, é uma superfície de escorregamento, visto que 
a peça é tri-dimensional. No caso dum problema 
referido a duas dimensões teríamos um eixo de 
rotura plástica, que para o ponto se reduz à rótula 
plástica. No nosso estudo faremos portanto sem- 
pre esta aproximação, considerando únicamente 
rótulas plásticas. 

A rótula será então rígida enquanto o momento 
for inferior a M,. Para M=-M,, permitirá uma 
rotação livre na direcção do momento aplicado. 

No caso presente, a carga de colapso será 
então 

Mo 
1 


EF, = EF = 


(10) 


Ex. 2—Seja o pórtico plano representado. 
A coluna do lado esquerdo está encastrada; a 
do lado direito, articulada. 


2F 
ar 


9 
-—+ 
3F | 
“R 


(a) In (b) 


Põe-se-nos portanto, 2 problemas: 


— Determinação da figura de rotura. 

— Determinação das cargas de rotura (enten- 
de-se aqui como rotura o colapso plástico). 

O cálculo pode ser orientado do seguinte 
modo: calculamos os momentos aplicados, nos 
pontos 1, 2, 3, 4, pelas equações da estática. 
Visto que a estrutura é hiperestática, obteremos 
apenas relações entre momentos, ou sejam as 
EQUAÇÕES DE EQUILÍBRIO. Em seguida arbi- 
tramos vários tipos de figura de rotura prováveis 
(Fig. 7-c, d, e). 

Calculamos, para cada figura de rotura, os 
momentos, que nos pontos onde se formam ró- 
tulas serão iguais ao momento de plastificação 
total Mo . 

Em ponto nenhum o momento poderá ser su- 
perior a M,. 

No nosso caso, o sistema tem dois graus de 
liberdade. Obteremos duas equações de equilíbrio. 

Sendo N e R as reacções vertical e horizontal 
no apoio fixo 5, será: 


NEN, 


(c) (d) 


Fig. 7 


Visto que só estão aplicadas forças concentra- 
das, o diagrama de momentos será linear entre 
cada dois pontos e será nulo em 5 (a articulação 
não transmite momento flector). Os valores má- 
ximos e mínimos do momento serão portanto 
nos pontos 1, 2, 3, 4. 

A estrutura é hiperestática do 2.º grau. Quando 
as cargas aplicadas atingirem um certo valor, 
formar-se-ão rótulas plásticas que transformarão 
a estrutura num MECANISMO, isto é, num 
conjunto com possibilidade de sofrer pequenos 
deslocamentos, totais ou parciais (visto que as 
rótulas comportam-se como articulações). 

À distribuição das rótulas plásticas que trans- 
formam a estrutura em mecanismo dá-se o nome 
de FIGURA DE ROTURA. 


Mi= 2Nl— 2Fl — 6Fl 
M:=— 2R1 + 2N1 — 2F1 
M;=—2RI-+-NI 

M; = — 2RI1 


(11) 


Eliminando N e R, obtemos as equações de 
equilíbrio : 
— M M: Mi; = 6F] 
+ ' (12) 
— Ma + 2M; — Mi = 2EF1 
Entramos agora com as figuras de rotura. 
Façamos a convenção geral de serem positivos 


os momentos que tendem a abrir o pórtico e 
negativos os que tendem a fechá-lo. Seja Mo > 0. 
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De acordo com a fig. 7-c, os momentos serão 


M=—-M,;M=M,;M=—M, (13) 
Tiramos então, das equações de equilíbrio : 
Ema, o (14) 
2 1 
e ainda 
M3 == E é M, (15) 


Sendo a distribuição de momentos linear, não 
excederá portanto em nenhum ponto o valor 
de Mo. 

Suponhamos que a figura de rotura tomada 
era 7-b. Será: 


M: = — Mo; Ms=Mo;M =—M,; 
Mi = - 12Mo ; E = ei (16) 


M;, excede Mo, o que indica que a figura de 
rotura não é aquela (como dissemos, uma rotula 
plástica não pode transmitir movimentos supe- 
riores a Mo). 

Finalmente, seja a fig. 7-d: 


M=—-—-M;M=M;M=—-M,; 
Ni fi gi SM (17) 
4 81 


Do mesmo modo, não é esta a figura de rotura 
real. 


Notemos dois pontos importantes : 


1.º— A carga de rotura real é menor que a 
dada nas distribuições 7-b ou 7-d. Isto sugere 
que, quando a carga aumenta lentamente desde 
o valor zero, o pórtico cede na primeira oportu- 
nidade. 

2.º — Multipliquemos as distribuições de mo- 
mentos devidas a 7-b e 7-d por um factor que 
reduza a maior momento a M,. Teremos, no 
primeiro caso: 


Hi, 
Ms 12 6 
No segundo 
Fl 4 5 5 
M, 7 8 14 


Ambas as cargas se reduzem, ficando menores 
que a carga de rotura real. 
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Isto leva a crer que quando a carga é lenta- 
mente aumentada, o pórtico não cederá sob 
nenhuma carga à qual corresponda uma configu- 
ração de equilíbrio. 

Estas duas propriedades definem as chamadas 
estruturas inteligentes: estrutura que não cede en- 
quanto encontra uma configuração de equilíbrio 
de momentos que não excedam M, e que cede 
logo que encontra uma distribuição de momentos 
que a conduza a um mecanismo. 

Vamos agora, retomando o problema em ter- 
mos gerais, formular os teoremas relativos à lo- 
calização das rótulas plásticas. 


5 — TEOREMAS FUNDAMENTAIS. 
APLICAÇÃO 


Admite-se que, num dado sistema de cargas, 
estas podem variar, mas mantendo entre si uma 
relação constante (F; 2F; 3F; WEF). 

A carga de rotura de uma estrutura será dada 
pelo valor de IV que transforma a estrutura em 
mecanismo, total ou parcial, pela introdução de 
um número suficiente de rótulas plásticas. 

É fácil, conhecida a figura de rotura de dada 
estrutura, para um certo sistema de cargas, de- 
terminar o valor da variável referida. A maior 
dificuldade do método plástico é a determinação 
da figura de rotura, pois em geral há mais de 
uma possibilidade de, com rótulas plásticas, trans- 
formar a estrutura num mecanismo. Os teoremas 
que serão apresentadas têm a função de orientar 
o critério que leva à escolha da figura de rotura 
real. 

Os teoremas são válidos se: 

— a um acréscimo de momento corresponde 
um acréscimo de curvatura do mesmo sinal. 

— quando o momento tende para M,, a cur- 
vatura tende a aumentar indefinidamente. 

A segunda hipótese indica que, quando numa 
secção recta se atinge o momento de plastificação 
total M, , forma-se uma rótula plástica que pode 
sofrer rotações de uma grandeza tanto maior 
quanto maior for a duração da acção do mo- 
mento plástico total. 

Vamos ainda admitir que o momento M, é uma 
constante para cada secção. De facto, ele é afec- 
tado quer pela existência de forças axiais e de 
corte, quer devido a pontos de concentração de 
tensões embora esses efeitos sejam, como foi já 
referido, muito pequenos. 


Finalmente, consideramos as deformações nas 
estruturas, devidas à formação de rótulas, sufi- 
cientemente pequenas para que as equações de 
equilíbrio estático permaneçam sensivelmente as 
mesmas antes e depois da deformação. 

Em virtude destas hipóteses, fica excluida a 
possibilidade de rotura antes de atingidas as res- 
pectivas cargas teóricas. 

No estudo de uma estrutura pelos métodos de 
cálculo plástico temos que começar por definir 
um estado de rotura plástica: tal que as deformações 
possam continuar a aumentar enquanto as cargas 
aplicadas se mantêm constantes. Durante esta 
deformação, a distribuição dos momentos man- 
tém-se constante. 

Também, durante a deformação plástica de 
rotura, não pode haver mudança de curvatura 
numa secção recta de uma peça, excepto nas 
secções em que o momento flector seja igual 
a Mo. Nestas secções, o acréscimo de deformação 
durante o colapso plástico é somente devido às 
roturas. E assim chegamos ao TEOREMA DOS 
TRABALHOS VIRTUAIS — Durante o colapso 
plástico, o trabalho realizado pelas forças apli- 
cadas é igual ao trabalho absorvido nas rótulas 
plásticas. 

Isto resulta do facto de, durante o colapso, não 
haver variações de curvatura senão nas rótulas 
e, portanto, nenhum outro trabalho interno pode 
ser realizado pelos momentos flectores. 

Este teorema revela-se muito útil, permitindo 
calcular com grande simplicidade, arbitrada uma 
figura de rotura, a respectiva carga. 

Consideremos agora as noções de: 


— Distribuição de momentos estáticamente admissíveis 
— que satisfazem as condições de equilíbrio está- 
tico de acordo com um pré-estabelecimento de 
forças exteriores. 


— Distribuição de momentos segura — em que o 
momento de plastificação total não é excedido em 
ponto algum da estrutura. 

A partir do que se disse sobre estruturas inteli- 
gentes e destas duas noções, podemos compreender 
facilmente os dois teoremas fundamentais do cálculo 
plástico: 


1.º TEOREMA — Para uma dada estrutura e 
sistema de cargas WF, se existir uma distribuição 
de momentos ao longo da mesma que seja simul- 


tâneamente segura é compatível com o sistema 
de cargas aplicadas, (estâticamente admissível) o 
respectivo valor de W será menor ou igual ao 
valor IWr da força da rotura. 


2.º TEOREMA — Para uma dada figura de 
rotura, o valor W será sempre maior ou igual 
a Wr. 

— Este valor poderá ser determinado a partir 
do teorema dos trabalhos virtuais. Assim se 
determinarmos W correspondentes a todas as 
figuras de rotura, o menor desses valores será Wr. 

Podemos sintetizar estes dois teoremas num 
único : 


TEOREMA ÚNICO — Se para uma dada estru- 
tura e distribuição da carga, for possível encon- 
trar ao menos uma distribuição de momentos 
segura e estâticamente admissível, e nesta distri- 
buição o momento flector for igual ao momento 
de plastificação total Mo num número de secções 
suficientes para transformar a estrutura num 
mecanismo, pela criação de rótulas plásticas 
nessas secções, a correspondente carga W será 
igual à carga de rotura V,. 

Estes teoremas foram formulados por Drucker, 
Greenberg e Prager para o caso de materiais com 
diagramas tensões-extensões do tipo indicado 
na fig. 1. 

A aplicação destes teoremas ao cálculo das 
estruturas, actuadas por momentos puros, forças 
concentradas ou distribuidas, será feita do modo 
seguinte: 


a) Estuda-se a distribuição de momentos na 
estrutura, e estabelece-se as respectivas 
equações. 

b) Arbitram-se várias figuras de rotura possi- 
veis. 

c) Determina-se os momentos correspondentes 
às figuras de rotura; 


no caso de algum destes momentos ser superior 
a Mo, multiplicam se todas as cargas (e momen- 
tos) por um factor que reduza o momento 
máximo a Mo. 


d) De entre as forças de rotura assim obtidas, 
escolhe-se a maior e a figura de rotura 
correspondente. Essa força corresponde a 
um limite inferior da carga de rotura (W';). 
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e) Aplica-se o teorema dos trabalhos virtuais 
às diferentes figuras de rotura arbitradas. 
O valor mínimo de W determinado consti- 
tuirá um limite superior de W, (W.). 

f) O valor da carga de rotura real está com- 
preendido entre os limites determinados. 


Wi < We < Ws (18) 


Nota: Faz-se muitas vezes a generalização de 
afirmar que a transformação de uma estru- 
tura em mecanismo corresponde à trans- 
formação de uma estrutura hiperstática em 
hipostática do 1.º grau. Tal não sucede 
porém, necessariamente: a rotura pode 
transformar a estrutura hiperstática noutra 
hiperstática ainda, ou em hipostática de 
grau superior a 1. Os dois casos corres- 
pondem respectivamente à rotura parcial 
ou rotura com superabundância de rótulas. 


1.º Aplicação — Cálculo em relação à rotura de 
um pórtico, solicitado únicamente por cargas 
concentradas. 

Seja o pórtico indicado na fig. 8. 


| | 


— > 
8 


a, É 
| dh 
4 
] (b) 
I 
26 9 
(d) 


M =M+4 Hi+4+VIi—3WI1 
Ms: = M; + Vi 

M, = Ma — VI — 2W1 
M=M; + Hi— Vi —2W1 


(19) 


Eliminando V e H, obtemos as equações de 
equilíbrio 

3W1 

2Wi1 


Ma — Mi + M; — M4 


(20) 
2Ms — Ms — Mi 


Seja a figura de rotura indicada em (c). De 
acordo com a convenção de sinais anteriormente 
estabelecida, é: 


Mi = — Mo; Me = Mo; Ms = — Mo; M: = Mo 


(21) 
Substituindo em (20), obtemos: 
W = 1,333 Eu (22) 


Podíamos, pelo teorema dos trabalhos virtuais, 
chegar à mesma conclusão. Assim, seria, tendo 


y nn 


— 
H 
Ta” 


na 


Fig. 8 


Admite-se que o momento de plastificação 
total Mo é o mesmo para todas as secções. As 
figuras de rotura possíveis estão indicadas em 
(c) (d) (e). 

Só poderão surgir rótulas plásticas nas secções 
1,2,3,4 ou 5, (pontos de momentos máximos). 

Calculemos então o pórtico : 

A partir de (b), calculamos os valores dos 
momentos : 
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em conta o trabalho nas rótulas sempre posi- 
tivo, e o trabalho efectuado pelas forças exte- 
riores : 


Mo 


3W91=4Mo0 .'. W= 1,333 El (23) 


Substituindo na 2.º equação de equilíbrio, 
temos : 


Ms = 1,333 Mo (24) 
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Sendo este valor maior que Mo devemos mul- 
tiplicar a carga de rotura determinada por um 
factor de redução: 


(25) 
1,333 


De acordo com o exposto, este valor será um 
limite inferior de W,. 

Considerando a figura de rotura (d), obtém-se, 
pelo mesmo processo 


Mo 


W = 2 (26) 


Mi =—2M ; M;= + 3M (27) 


Multiplicando os valores da carga e momentos 


1 
por ut obtemos 


(28) 


Sendo este valor inferior ao determinado na 
figura de rotura anterior, concluimos que subsiste 
o resultado da fig. (c). 

Seja a figura (e). Dela se obtém facilmente: 


Mo 


W = 1,2 (29) 


Mi =— Mo ; M: = 0,6 Mo; Ms = Mo; 
Mi = — Mo ; Ms = Mo 


Como nenhum dos momentos excede Ms, 
este valor de W será o verdadeiro limite infe- 
rior de W,. 

Por outro lado, a aplicação do teorema dos 
trabalhos virtuais às figuras (c), (d) e (e) con- 
duz a: 


() W = 1,333 Mo, 
(d) W= E (30) 
() W=12 me 


O valor mínimo será, como dissemos atrás, o 
limite superior de W,. 

Portanto, sendo ao mesmo tempo limite infe- 
rior e superior W,, conclui-se que o seu verda- 


deiro valor, sendo a figura de rotura real a indi- 
cada em (e), e 
Mo 


We = 1,2 (31) 


2.4 Aplicação — Cálculo em relação à rotura de 
um pórtico sobre o qual actuam cargas concen- 
tradas e distribuidas. 

Vimos que as rótulas plásticas se formam sem- 
pre nos pontos de momento máximo. No caso de 
actuação exclusiva de cargas concentradas, é 
fácil localizar os pontos de momento máximo, e 
consequentemente escolher as figuras de rotura 
possíveis. 

No caso de cargas distribuidas, embora o mé- 
todo geral se mantenha, surge a dificuldade deri- 
vada do facto de não conhecermos à priori a 
posição dos pontos de momento máximo, 

Podemos resolver esta dificuldade por 2 pro- 
cessos : 


I — Cálculo directo : 


Aplicamos o teorema dos trabalhos virtuais, 
explicitamos W (x), sendo x a coordenada rela- 
tiva à barra onde há dúvidas na localização da 
rótula. Calculamos 


do W 
d x 


= O — x — Wmin 


e ficamos a conhecer a localização da rótula (x) 
e a carga de rotura respectiva (IV). 

Este método só se pode aplicar em casos sim- 
ples, quando se desconheça apenas a posição de 
uma rótula. Caso contrário, torna-se extrema- 
mente trabalhoso. 


If — Método das aproximações sucessivas : 


a) estabelecemos as equações de equilíbrio ; 

b) arbitramos várias figuras de rotura possí- 
veis; analisamo-las pelo teorema dos tra- 
balhos virtuais ou pelas equações da está- 
tica ; 

c) A partir dos resultados obtidos, escolhemos 
a figura de rotura mais aproximada (pelos 
valores limites de W); 

d) a partir dos valores achados, determinamos 
os valores máximos dos momentos nos 
diversos tramos, e a sua localização. Nos 
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tramos em que se encontram aplicadas 
cargas distribuidas, podem-se dar então 
2 casos: 


— chegamos à conclusão que a secção de 
momento máximo coincide com a posição 
onde tinhamos arbitrado a rótula; e o cál- 
culo está terminado; 

— a secção de momento máximo não coincide 
com a posição arbitrada para a rótula. 
E podem dar-se 2 casos: 

-— ou o valor do momento máximo quase não 
excede M, e limitamo-nos a multiplicar o 
valor de IV pelo coeficiente conveniente, 
aceitando um resultado muito aproximado ; 

— ou o valor do momento máximo é sensivel- 
mente superior a M,; então devemos refa- 
zer os cálculos, com a atribuição das rótulas 
nos pontos do momento máximo. 


Exemplo: Seja o pórtico indicado na fig. 9. 


AERRORARAAAARECIREDRAGENADADAR 
2 3 “ 


22— 


(c) (d) 


A figura de rotura mais aproximada será por- 
tanto (e). O cálculo dos momentos e das reac- 
ções conduz a: 

M =—M ; M=0; M=+hM; 
Mi, = — Mo h M; = Mo 
2M 
H=>D"D o í; V=0,5—— (31) 
1 

Calculamos agora o valor máximo na travessa, 

e a correspondente localização : 


2N eu 
Me=M: + V 2 
Md == 01671 (32) 
dx 


O momento máximo será então 
W 
Mmax — M3 + 0,167 1V — E e 0,167” === 


= 1,035 Mo (33) 


< 


E 
3 H 


(b) 


Fig. 9 


Admitimos que todas as secções têm o mesmo 
momento de plastificação total M,. 

Arbitramos as figuras de rotura (c) (d) (e). 
Em (d) e (e), supomos que a rótula se forma a 
meio da travessa. 

Aplicando o teorema dos trabalhos virtuais a 


(c), (d) e (e), vem: 
(c) W18 =4M9) .*. W= —— 
(d) W19 = 4M9º .* 
()2W1º =6M6) .'. W=-3 — 


TRONICA 
290 


Este valor é muito aproximado de Mo (+ 3º). 


O resultado é portanto satisfatório. 


Querendo aplicar o processo de cálculo directo, 


será (fig. 10). 


O abaixamento do ponto 3 foi(1l—x) 8; 
o trabalho das forças verticais aplicadas foi 
(W(1—x)9. O da carga horizontal foi W19. 
A soma dos dois é W9(2]—x). Temos pois : 


WI(21—x) = rey Mo .0 


31+4x 


W=2M—-————————— 
(21—x) (1 + x) 


O valor de x que torna W mínimo é 


x == 0,16 1 


para o qual 
(35) 


Wr = 2,96 Mo 


É este portanto o resultado correcto. 
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Simpósio sobre a utilização de computadores 


em engenharia civil 


O Simpósio decorreu em Lisboa, no Laborató- 
rio Nacional de Engenharia Civil, de 1 a 5 de 
Outubro de 1962. 

Foi precedido por um curso sobre o emprego 
de computadores em Engenharia Civil, organi- 
zado pelo L.N.E.C. e patricionado pela comis- 
são científica da N. A. T.O. que decorreu de 16 
a 30 de Setembro. 

Este Simpósio foi organizado pelo Laboratório 
Nacional de Engenharia Civil e patrocionado pe- 
las seguintes entidades : 


R. IL. E. M.— Reunião Internacional dos Labora- 
tórios de Ensaio e Pesquisas sobre 
Materiais e Estruturas 

A. I. P. C. — Associação Internacional de Pontes 
e Estruturas 

I. F. I. P. — Federação Internacional dos Orga- 
nismos de Tratamento da Infor- 
mação. 


Participaram no Simpósio representantes de 
23 países: Alemanha, Grã Bretanha, Argentina, 
Bélgica, Brasil, Bulgária, Canadá, Dinamarca, 
Espanha, Estados Unidos, França, Grécia, Hun- 
gria, Itália, Japão, México, Noruega, Polónia, 
Portugal, Suécia, Suíça, Turquia e República 
Árabe Unida num total de 140. 


Programa das sessões: Pontos principais de 
discussão 


|.* Sessão 
Pontos de discussão : 


— método de resolução dos tipos de sistema de 
equações ligados à formulação de problemas 
estruturais 

— vantagens e inconvenientes do método ge- 
ral matricial de cálculo de estruturas em face 
dos métodos peculiares nos diferentes tipos 
de estruturas 

— intercâmbio de progrmas entre instituições 
interessadas em problemas de cálculo auto- 
mático 

-— vantagem da programação ARGOL para o 
intercâmbio de progamas 


2," Sessão 
Pontos de discussão : 


— método geral do cálculo de cascas 

— aplicação do método das diferenças finitas 
ao estudo de cascas; dimensões de malhas; 
vantagens e inconvenientes da correcção 
do Prof. Fox 

-— erros nas condições aos limites e no interior 
do domínio, no método das diferecças finitas. 
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3.º Sessão 
Pontos de discussão : 


— método gerais de cálculo de barragens arco; 
trial-load, aplicação da teoria das cascas, 
método dos elementos finitos. 

— vantagens e inconvenientes de uns métodos 
em relação aos outros 

— grau de aproximação e natureza dos erros 
nos diferentes métodos 

— possibilidade de aplicação das equações ge- 
rais da elasticidade ao cálculo das barragens. 


4,* Sessão 


Pontos de discussão : 


— métodos de cálculo de pontes suspensas; 
comportamento não linear do cabo de sus- 
pensão 

— problemas de convergência de soluções em 
estruturas não lineares 

— vantagens e inconvenientes dos métodos de 
diferenças finitas e dos elementos finitos na 
resolução dos problemas da teoria da elas- 
ticidade. 


5.º Secção 
Pontos de discussão : 


— fórmulas de cálculo de placas tendo em 
conta a rigidez de torsão 

— critério de rutura do betão armado 

— teoria das linhas de rutura de Johansen. 


6." Sessão 
Pontos de discussão : 


— vantagens e inconvenientes da integração 
«passo a passo» em relação à análise modal, 
no estudo dos problemas dinâmicos 

— análise de erros nos 2 métodos 

— aplicação da integração «passo a passo» a 
sistemas não lineares 

— amortecimento das estruturas. 


7.º Sessão 
Pontos de discussão : 


— soluções analíticas e globais do problema 
apresentado na comunicação n.º 70 

— ondas de Mach em descarregadores 

— métodos de matrizes de transmissão no cál- 
culo de estruturas; métodos de Falk e Vlas- 
sov; enquadramento nos métodos matriciais 
gerais de análise de estruturas. 


para a Fábrica de Descasque de Arroz da Cooperativa T.P. A. do Vale do Sorraia 
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dos desníveis: 5a20cm em 100m 


Imagem directa (não invertida) com campo 


de observação livre e sem obstáculos 
RETÍCULO COM 3 CURVAS: 


Inferior. — Círculo de Base Bengala de prumo adaptável ao tripé 


Média  — Traço Altimétrico 


Superior — Traço Estadimétrico com escala para leitura da altura do tripe 


Solicitem catálogo ou demonstração aos 


REPRESENTANTES EXCLUSIVOS 


WILD PORTUGAL LDA PRAÇA DAS ÁGUAS LIVRES, 8, S/L 6 
3 ; LISBOA-2 — TELEF. 681127 


TÉCNICA — XXVIII 


C. D. U. 624.042 : 624.073 


Cargas transmitidas pelas lajes armadas 


em cruz às vigas que as suportam 
(Método das bissectrizes) 


FERNANDO JOSÉ SILVA DE MENDONÇA 


Eng.º Civil (1. S. T.) 


Para o cálculo das vigas que servem de apoio às lajes armadas em cruz, está muito generali- 
zado o método aproximado de determinação das cargas transmitidas pelas lajes, que chamaremos 
das bissectrizes e que é preconizado pelos regulamentos alemão e austríaco. Consiste ele em admi- 
tirmos que as cargas transmitidas por as referidas lajes às vigas são as parcelas trapezoidais e trian- 
gulares obtidas tirando pelos vértices das lajes, bissectrizes aos ângulos formados pelas vigas. 

Este método tem no entanto a desvantagem de oferecer um cálculo relativamente moroso. 

Muitos calculistas procuram contornar o inconveniente citado baseando o seu cálculo em rectân- 
gulos de carga com alturas tais que produzam momentos sensivelmente iguais aos que se obteriam 
com as cargas triangulares e trapezoidais. 

Surgiu-nos a ideia de procurar encontrar um coeficiente de utilização prática, que permitisse 
empregar os diagramas de carga trapezoidais e triangulares como se eles fossem rectangulares. É esse 
o objectivo que pretenderemos atingir com as tabelas que apresentaremos, indicadas para o caso de 
sustentação que consta nas mesmas. 

Consideremos uma laje armada em cruz de 
vãos 1 e 1, suportada pelas vigas AB, BC, CD e 
DA que admitiremos serem simplesmente apoia- 
das. 

Tiremos pelos vértices linhas a 45º de modo 
a definirem-se os trapézios e os triângulos indi- 
cados na figura junta. 

O momento a meio vão nas vigas BC e AD, 
não entrando em linha de conta com o seu peso 
próprio, será: 


Mip = Es, (3 P—-4 8º) 
24 


W 
| 
I 
| 
U 
| 

A. 


Se tivermos uma carga rectangular com uma 


lh aa 
altura igual a 26 momento a meio vão nas mes- 


mas vigas seria: 
Pp | 
8 


Mi = 


Estabeleçamos a seguinte igualdade, introdu- 
zindo a constante K: 


Em (312 — 4 à) = bis 
24 


3"-4a2=3 K]º 
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se fizermos Z = || e uma vez que a = 1,/2, teremos: 


ho 
- a M caéi 1 — 
3 (Z h) (2) 3K (Z 11) 0 
32 =sif=-3KZ If = 0 
32 —1 
32 


Se procedermos de maneira idêntica admitindo outros graus de encastramento para as vigas, 
obteremos expressões análogas que nos permitirão elaborar a tabela que apresentamos a seguir é de 
cuja aplicação prática ilustraremos com um exemplo. 

Exemplo de aplicação : 


Seja uma laje rectangular com os vãos teóricos de 4,0 m e 6,0 m, sujeita a uma carga de 
1,0 ton/m* e suportada por 4 vigas simplesmente apoiadas. 
Determinaremos os máximos momentos flectores e as reacções de apoio. 


[,=4,0m 
oo na 
a) — Características 
1 = 60 m 
b == 0,30 m 
== 0,60 m 
1 
Z=—— = 1,5 
14 
n (8) 
b) — Cargas actuantes P, P, 
Peso próprio — 0,30 X< 0,60 X 2.500 = 450 450 


4 
1.000 x 2 x 0,852 = 1.704 es 


Reacção da 


laje 4 
1.000 = a >< 0,667 = - 1.334 


2.154 kg'ml 1.784 kg/ml 


c) — Momento flector a meio vão 
g 6º 
M = pi E = 2.154 < = = 9.700 kg > m 


d) — Reacção de apoio 


1 6 
T=p—=l1.784x— = 5,352 kg 
2 2 
2 — Vigas Va 
a) — Características 
1 = 40 m 
b = 0,30 m 
H = 0,60 m 
Z = 1,0 (em virtude da carga ser triangular) 
n =0 
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1 = maior vão da laje 

14 == menor vão da laje 

q == carga da laje por unidade da área 
K = constante tirada das tabelas 


Será : 

Pp = q> 14/2><ky (carga fictícia por metro linear, transmitida pela laje à viga, para efeito 
de cálculo dos momentos flectores) 

ps = q>14/2><Kkr (idem para o cálculo das reacções de apoio). 


| Caso de sustentação 


n 
(n) (n) e 
GRAUS DE 
ENCASTRA- 
MENTO 
Carga À 
1,00 105 | I,IO| 1,15 | 1,20 | 130 | 1,40 | 150| 160| 1,80 | 2,00 
| MOMENTOS A MEIO VÃO 
%=0 (Ma = MB =0] | ” 87o |0 0,91 
(apoio simples) M:p = p!/8 0,667 | 698 0,725 0,748 0,769 0,803 o,830 0,852 0,97 5897 917 
| [MA = Mp =— p/2/48] | 
n= 1/4 Mi = pl?/9,6 0,675 fi 0,733 | 0,757 | 0,777 | 9,811 | 0,838 | 0,859 | 0,877 | 0,903 [0,922 
Ma = MB=—p2'/40 
Ni “Mys =pRio dida 0,677 | 09709 | 0,736 | 0,759 | 0780 | 0,813 | 0,840 | 0,861 | 0,879 | 0,905 | 9,923 
(Ma = Mp = — p2/36] 
nm 2/3 M:s = p!?/10,3 0,679 | Oy7Io | 0,737 | 0,761 | 0,781 0,815 | 0,841 | 0,863 o,880 | 0,906 | 0,924 
MA = MB==— pl?/2 
n=1;2 E = plº/ta pl/24]) 0,688 | 0,719 | 0,747 | 0,770 | 0,790 | 0,824 | 0,850 | 0,871 | 0,887 | 0,912 | 0,930 
CC | [Ma=Me=-pRA8) 
n=9/14 E p2/18,7] 0,698 oe 0,758 0,781 | 0,801 | 0,834 | 0,860 | 0,880 | 0,896 | 0,920 | 0,936 
jo = 
= MA = Mg = — p!2/16] | , 
Vem 3/4 sp 0,799 | A 0,769 | 0,792 | 0,812 | 0,845 | 0,870 | 0,889 | 0,905 | 0,927 | 0,942 
MA = MB = — p??/14, 
n=5/6 o cc nl PH/1444] O,JI9 | 0,752 oo oi 0,823 | 0,855 | 0,879 | 0,898 ogro | os 0,949 
qt MA = MB =— pl/x2 | 
(encastramento pis pl2/24 ide 9,750 | E 0,812 | 0,836 | 0,856 | 0,886 | 0,909 | 0,926 | 0,939 | 9,957 | u,969 
perfeito) | 
| MOMENTOS NOS APOIOS 
(a) Ver [MA=MB=...)] 0,625 | 0,655 0,681 | 0,704 | 0,725 | 0,751 | 0,791 | 0.815 | 0,835 | 0,867 | 0,891 
| REACÇÕES DOS APOIOS 
| (a) Ra = Rp = p//2 0,500 | 0,524 | 0,546 | 0,565 | 0,584 | 0,616 | 0,643 | 0,667 | 0,688 | 0,722 | 0,750 


(a) — As constantes são comuns a todos os graus de encastramento 


Nota: — Para as cargas triangulares deverá tomar-se sempre n==1 seja qual for a relação 
entre os vãos. 
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b) — Cargas actuantes P, P> 


Peso próprio — 0,30 > 0,60 > 2.500 == 450 450 
4 
1.000 x — x 0,667 = 1.334 - 
Reacção da d 
laje 4 
1.000 x “a >< 0,500 — -- 1.000 


1.784 kg/ml | 1.450 kg'ml 
c) — Momento flector a meio vão 


og 4º 
M = pi = DE A kg > m 


d) — Reacção de apoio 


1 4 
T=pa =1.450x — = 2.900 kg 
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Vigas de alma vazada 


(Compilação de artigos publicados na revista 
«Acier-Stahl-Steel») 


É um facto de que a construção metálica tem; encon- 
trado dificuldades no campo da concorrência de preços, 
devido por um lado ao aumento do preço do aço e por 
outro ao enorme desenvolvimento das construções 
pesadas, da normalização crescente e muito vasta das 
instalações de estaleiro, introduzindo nestes proces- 
sos de fabricação seguindo a técnica das oficinas. 

No que diz respeito ao emprego de estruturas me- 
tálicas de vigas de alma cheia viu-se que este género 
de construções não podia competir, a não ser muito 
dificilmente, com a construção em betão. 

Os esforços feitos para criar construções resistentes, 
leves e económicas, datam já de antes da guerra. Nessa 
época realizaram-se vigas de aço de alma vazada, mas 
elas só tiveram um limitado sucesso no mercado por 
causa do seu preço de custo muito elevado. 

Qual a razão de tal facto ? 

A execução das vigas de alma vazada compreende 
2 fases principais : 

a) Partindo de uma viga de alma cheia, fazem-se os 
cortes seguindo determinada orientação pré-estabele- 
cida. 


Instalação de soldadura, Junção das vigotas 


Fig. 1 


b) Construção da viga definitiva com ou sem inter- 
calação de elementos suplementares na alma, 

Ora até aqui estes trabalhos eram executados ma- 
nualmente, O recorte fazia-se por etapas: primeiro se- 


gundo as linhas paralelas, depois segundo as diagonais, 
a não ser que se utilizassem bitolas. Estes trabalhos só 
poderiam começar depois da linhas de recorte terem 
sido traçadas e escorvadas sobre a alma da viga, As bi- 
tolas apenas dificilmente permitiam um trabalho exacto 
e só se a viga fosse apresentada rigorosamente direita. 

Novas bitolas eram necessárias para cada traçado 
e para cada peça. Para as vigas um pouco compridas 
a bitola devia comportar vários troços que se desloca- 
vam à medida que a marcação decorria. 

Era pois todo este moroso processo que encarecia 
estas vigas. 

Hoje porém as coisas mudaram de feição: uma 
firma alemã construiu aparelhos automáticos que cor- 
tam em Zzigue-zague segundo uma orientação dada, ao 
maçarico e sem interrupção, vigotas de todos os perfis 
normais, de abas largas ou do tipo europeu. O disposi- 
tivo de recorte automático desloca-se sobre 3 vigotas 
colocadas paralelamente umas às outras sobre o banco 
de trabalho. Neste aparelho, que é munido de um 
grupo de agulhetas, queima-se acetileno ou hidrogénio 
e o seu serviço é assegurado por um operário especia- 
lizado que controla a marcha do corte. Segundo a es- 
pessura da alma a cortar a velocidade de avanço é de 
4º a 50 em por minuto. Como as três vigotas são re- 
cortadas ao mesmo tempo, esta velocidade corresponde 
a 120 à I50 cm por minuto. 

No caso de haver necessidade poderá recortar-se 
5 vigas ao mesmo tempo. Os aparelhos automáticos 
são controlados de maneira a realizar o traçado que é 
imposto pelas condições de resistência estática pro- 
curadas. 

Juntando as duas metadas da vigota obtém-se um 
perfil mais elevado e portanto mais resistente apesar 
do peso ser sensivelmente o mesmo. 

Durante muito tempo também a junção necessitou 
de grandes manipulações e principalmente muito ca- 
ras. Para reunir as duas metades de um perfil PN4o de 
15 m de comprimento era preciso recorrer a dois ho- 
mens e este trabalho demorava 3 horas e meia aproxi- 
madamente. 

Os fretes de mão-de-obra e os fretes acessórios 
reduziam de tal maneira as economias previstas que 
tantas esperanças tinham feito nascer quando da sua 
aparição em 1930 que não conseguiram impor-se como 
elemento corrente de esqueleto metálico. 

Foi só depois de se conseguir desenvolver os apa- 
relhos automáticos de corte já citados que o problema 
ficou definitivamente resolvido pois que se suprimi- 
ram os fretes de união das vigas. As vigas cortadas 
automáticamente em duas metades são depois soldadas 
ou à mão por processos semi-automáticos ou por pro- 
cessos completamente automáticos. 

Ensaios de carga executados na Universidade de 
Darmstadt mostraram que os momentos de inércia 
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QUADRO I — Comparação das caracteristicas entre vigas de alma vazada e alma cheia 


Vigas Momento 
de alma Altura Peso de inércia Wa | 
vazada | pao | e(emt) À (em) | 
| PENN a PENSE 
IWS 30 620 60,6 49 500 1600 | 
IWS 32 660 67,8 63 000 Igio | 
IWS 34 7oo 75,0 78 500 2240 
IWS 36 700 81,5 87 800 2500 
IWS 40 820 ICI,O 139 000 3310 
IWS 425 8oo | 112,0 | 153000 3830 | 
INS 45 8350 | 125,0 | 194 oco | 4560 
IWS 42 850 140,0 | 211000 5970 
IWS 50 goo 153,0 | 260 000 s790 | 


“A 4 
a Y e ) 
* 


- 
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dotes 8 


EB | | Peso e 

Ed (cri | Perfil por m dd u 
128 59 480 | 42.5 104 | 1740 
I41 68740 I 4s | 115 | 2040 
IP 45 182 84220 || 147,5 | 128 2380 
185 95 125 | IP 26 | 150 | 2680 
IS9 1:29 009 | IP 42,5 166 | 3270 
IP 6o 227 182 £foo | IP 45 | 182 3740 
IP 65 234 2:16 Bco | IPso | 200 | 45309 
IP 65 234 216 800 IP 55 207 | 100 
IP jo | 254 | 270300 || IP6o | 227 bogo 


Primeira realização europeia duma estrutura em vigas de alma vazada: a fábrica Ewald Meiler em Kemnath, na Baviera, 


Fig. 2 


reais passam de 10 "/% os valores dados pelo cálculo. 
Além da economia de peso que pode atingir so º/, em 
relação aos perfis de alma cheia, os perfis de alma va- 
zada apresentam outras vantagens tais como: as super- 
fícies a pintar são reduzidas às vezes até 65 º/9; econo- 
mia dos fretes de transporte da ordem dos 50 *% de- 
vido à redução do peso; etc. 

Até sob o ponto de vista arquitectónico a viga de 
alma vazada apresenta melhor aspecto. 
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As possibilidades de aplicação são muito numero- 
sas, por exemplo nos esqueletos dos guindastes, nos 
grandes reservatórios, nos grandes armazéns enfim 
em todos os grandes volumes ou superfícies cobertas. 

Pela criação dos aparelhos automáticos de corte e 
de união, a construção metálica é assim posta de posse 
de novos elementos de construção que a ajudarão a 
edificar as obras em condições de poder competir 
com os outros materiais. 
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